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強誘電体結晶の不安定化（ソフト化）が有限温度の変分法を用いて研究されている。結晶中のイオン間相
互作用ポテンシャルとしてMorse型ポテンシャルが採用される。試行ポテンシャルは分子場を伴った非調和
振動子（Au4+Eu２，ＡとＢは温度に依存する）によって表される。温度が上昇するとき、調和性の衰退と非
調和性の成長につれて不安定化が起こり、強誘電的秩序が不安定化の傾向を抑制することを示す。
1．Introduction 
２原子イオン結晶に対する有名な関係式８(0)/e(｡。)二⑩L2/⑩Ｔ２がLyddane，Sachs，Teller（LST)によって
見出された。１）ｅ(0)とe(｡｡)は静的および高振動数での誘電率を表し、⑩Lと⑩Ｔはそれぞれ縦波と横波の光
学モードの角振動数を意味する。ソフトモードの概念はＬＳＴ関係式の結果としてCochranによって提案さ
れた。これはe(0)がキュリー則に従った変化をするということが⑩T2･CT-Tiと表される横波光学モードが存
在することを主張する。2-3）彼はこの不安定化がイオン間の短距離反発力とLorents場との相殺によって
起こるということを殻モデルに基づいて現象論的に提案した。そのとき、これらの力は温度に依存してもよ
いことが仮定されている｡ソフトモードの出現について最初の決定的な実験の検証はBarkerとTinkhamによ
る赤外線を用いたSrTiO3結晶の研究である。４）
非調和振動子系における熱力学的な量が正確に計算されて以来、強誘電体の構造相転移の研究は、特に動
的感受率について盛んに行われてきた。５~6）我々は、前の論文で強誘電的秩序の無いときの結晶の不安定
メカニズムを研究した。７）本論文では強誘電的秩序が不安定現象にどのような影響を及ぼすかを研究し、
イオン間相互作用ポテンシャルの特有定数を用いてソフトモードの振動数を表すことを目的とする。
有限温度の変分法を適用するにあたり、８）強誘電的相互作用の存在する非調和振動子系が試行ポテンシ
ャルとして採用されている。最初に、強誘電的秩序パラメータと転移温度が平均場近似を用いて得られる。
次に、実際の結晶ポテンシャルとしてMorse型ポテンシャルが用いられているが、その平均値は試行ポテン
シャルのもとに計算される。最後に、試行ポテンシャル中に含まれた温度変化する変分パラメータの最適値
が結晶の自由エネルギーを最小にする変分問題として導出される。
結晶は強い非調和性があるときのみソフト化を起こし、強誘電的秩序がソフト化を抑制することが見出さ
れる。強誘電的秩序の消失する温度とソフト化が起こる温度が等しいという条件のもとで、従来の振動子系
で習慣的に導入される強誘電的相互作用の大きさが物質ごとに違うMorse型結晶ポテンシャルの固有の定数
によって評価できることが示される。
2．公式化と結果
有限温度の変分法を強誘電体の不安定化を解析するために用いるとき、強誘電的相互作用をもった非調和
振動子系を試行ポテンシャルとして採用するのが適している｡強誘電的相互作用の大きさをＪ、配位数をｚ
とする。イオン変位ｕｉとｕｊに対する試行ポテンシャルは次式で表される。
ぃA(州)冊(卿?ルァ(,ﾙ州小＝γ(喫囎>+(畷j)） (1) 
ただしY=ＪＺである｡分子場の重複が最後の項で補正されている。
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G(T,｡)を次式によって定義する。
…l舎楜十｡叩剛 (2) 
vb＝Ａ"４＋Ｂ"2， (3) 
ここで｡=ｙ<u>/kBTである。Ｇ(T,中)は次式のように｡2に対して級数展開できる。
GIM-G叫響仇牛卜､ (4) 
G(T,０)はポテンシャルVoに対する分配関数に対応する。運動エネルギーは本研究では意味をなさないので省
略する。
G(T卜;Ⅲ(:)(等｢'1L満辮…) (5) 
t三4AkBT/B2と定義されている。Ｔはガンマ関数であり、6国r(3/4)／Ｔ(1/4)=0.338である。式（５）はい》１に
制限されるときに与えられる表式である事に注意が必要である。本論文ではソフト化現象が起こらないｔ<<ｌ
の場合を議論しない。強誘電的秩序のない場合（<u>=0)、６次までのキユムラント<…>cが次式によって与
えられる。
（卿2)。=(卿2%
（"鮴ﾙｰ("4)｡-3(璽2):！
(卿`)｡-(域．)｡-15("`)ん')け30㈹二
(６） 
モーメント〈…>0はポテンシャルＶｏのもとでの平均値を意味し、次式のように定義されている。
広川⑫)･叩隠<xしめ｡＝ (7) 厘伽岬聞
任意のモーメント<U2､>0は最低次のモーメント
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(が)｢芸lM-L:ど)Ⅷ鼠声’ (8) 
から容易に得ることができる。奇数次のモーメントはない。〈U2>0の温度変化から、エネルギー等分配則が非
調和効果によって破られていることがわかる。より高次のキユムラントの温度依存性については次式で与え
られる。
妹旦!L二二;l旦三膨皿一(1262-1)B２ (14464-1662＋1)B２ (醜4ﾙー ＋・・・ ， 16Ａ２ 16Ａ２ 
(9) 
36(1062-1)B３ 72064-14462＋51B３ ("`)c‐ ｒ３/Ｚ＋ ｒ＋・・・．Ｍ３ 32Ａ３ 
強誘電的秩序をもつ試行ポテンシャルＷのもとで得られるｕ、ｕ２、ｕ４の平均値はＧ(T,｡)を用いて導出で
きる。
(蝿>一帯 (10） 
(蝋』)一宗側
(戯)壽窯叫鵜』|茅｢州叢(篶｢側
(11） 
(12） 
強誘電的秩序パラメータ<u>は式（10）に式（４）を代入して得られ、次式から導出することができる。
し)(,散)霞１－斗(古｢Ⅲ (13） 
強誘電体の転移温度は次式によって与えられる。
k介芋(し鶚） (14） 
ただし、Ｙ〉>Ｂである。転移温度の近傍における○2は次式によって与えられる。
''-1画二二丁1ｧ竺姜.？ (15） 
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U2、Ｕ４の平均値は次式によって表される.
(鰹2Ｗ)｡鵜((卿'沿い・'2)ん (16） 
(城)-(小』(蝿』)か((卿｡)’7(螂釧)ん汁`(蝿’):)ハ (17） 
《u2>とくu4>の温度変化からＶｏの平均値は次式によって与えられる。
L二ｆｌ旦三鱸(券肌警血皿''１Ｂ２６Ｂ２ ＝－ｔ＋－r'/２－ １６Ａ４Ａ <Vb） (18） 
式(18)に式(13)から求められる〈u>を用いれば〈Ｖｔｒ>を得る。試行系におけるイオン対あたりの自由エネルギ
ーは次式によって与えられる。
い2k国TG(T小芸`Ｍ烟’ (19） 
ここで、lnZtIとｇは次式である。
h咋士血是ﾄ乃士辮些当堕_ＬＺＺ３Ｚ３/2, (20） 
炉竿,L鎬仇牛艸 (21） 
以上で試行系に必要な熱力学的な量はすべて得られた。
実際の結晶ポテンシャルとして、Morse型のポテンシャルを採用する。
VIrD(cXp[-2α()r一発ol-ZcXP[-α(,値-xO)]}， (22） 
右辺第１項が斥力、第２項が引力に相当する。Ｄはポテンシャルの深さ、ｘｏはポテンシャルの最小値の位置
を意味し、ｘは隣接しているイオンｉとｊの間の距離を示し、次式のように表される。
(23） x＝αダ＋〃２－〃ノ,
aijはイオン間の平均距離である。イオン間の相互作用はVMの中に含まれている。試行ポテンシャルVtrの下
での結晶ポテンシャルＶＭの平均値は次式によって与えられる。
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<v]w)-,(r)(expにαい-jr｡(r))l-2cxpﾄａＬ－瀬｡(r))|)， (24） 
ここで、Ｄ(T)とｘｏ(T)は次式のようになる。
ＤＩｒ１…12Ⅲ含仰興)"L:((小;(Ｍ･膿｝
エルけ3(ルー㈹沖:Ⅲ壱(蝿｡)｡ｹﾞﾙ乳
(25） 
(26） 
ViＩの中のＤとｘｏをＤ(T)とｘｏ(T)に置き換えたポテンシャルが実効的なポテンシャルVEと考えられる。イオン
間の平均距離ｘｏ(T)は温度の上昇と共に長くなり、実効ポテンシャルの深さＤ(T)は温度の上昇とともに浅く
なるのが分かる。格子振動における熱振幅の増大が実効ポテンシャルＶＥを浅くし、この結果が熱振幅をさら
に増大するようにフィードバックされ、最終的に結晶は不安定になると理解される。
結晶中のイオン対あたりの自由エネルギーは次式のように近似される。
昨Fﾙｰ(卿十z<Ｍ， (27） 
平均操作は試行ポテンシャルVtrのもとで実行される。０F/aaij=0からaij=xo(T)とくVM>＝-,(T)が導出される。
変分パラメータＡの最適値が自由エネルギーの変分式から得られ、強誘電的な転移温度(kBTc～O2Y2/A)近傍
のＡに対する表式は次式によって表される。
鶚丞些三三』12三且(M蓋）496zａ４ｋＢＴ Ａ＝ (28） ４ 
8４６－１１－６８ 
α＝ 
II1Zr 
式(28)の最初の項は非調和性の度合いを与えるパラメータＡが温度の上昇とともに成長することを示してい
る。式（28）の第２項に示されているように、強誘電的相互作用YはＡを減少させて、結晶の不安定化を抑制
していることが分かる。
入三a2kBT/2B(＞1)に対する決定方程式は、０F/ＯＡ=０（あるいは０F/ａＢ=0)に式(28)を代入することによ
って得られる
志ト鶚ﾄ印Ｉ鶚lM-志綜乖l｝型汕 (29） 
ただしｃとｄは次式である。
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空竺浩i二１F） 師～Ｕ－６６γ 三百正冒7て，‘‐ 几 (30） 
結晶の不安定化温度Ｔｉは、調和振動子のバネ定数に相当するＢがゼロになる、すなわち式（29）で入が発
散する温度で定義される。次式のように与えられる。
等蒜岬l鶚oMl (31） 
式(29)と式(31)から結晶の不安定化温度近傍のＢの温度依存性が次式によって与えられる。
88264(1+c） 卜a2MIl-T） (32） ● ５０４６４－６６６２＋１．_ｃ 
式(28)と式(32)で示されるように、結晶の不安定化は温度の増大とともに調和性の衰退と非調和性の成長に
よって起こることがわかる。
ソフトモードの振動数を次の式を用いて評価する。
の２－A("2)Ⅲ (33） 
式(33)に式(16)、（28)、（32)を代入すると次式を得る。（複雑化を避けるためにY=０とした）
九棯岬l鶚l-Tl４４１１３＋４０－１． の２ (34） 0４６４－６６６ 
この結果は、ソフトモードの振動数を⑩2=C(T-Ti)と表したとき、「パラメータＣとＴｉがイオン間の相互作用
を用いて計算する問題がまだ残っている」９)というCowleyの指摘に答えている。すなわち、⑩2とＴｉが結晶
ポテンシャルの定数αとＤで表されている。
強誘電的転移温度がソフト化の温度と等しいという条件の下で、強誘電的相互作用定数ＪはMorse型結晶
ポテンシャルの固有な定数によって表示できる。Ｔｃ二Tｉ（式(14)と(31)）の関係を用いると次式を得る。
半切鵲岬l鶚ＯＭＩ (35） 
強誘電的相互作用と結晶ポテンシャルの間の関係は式(35)の中のＡを不安定化温度における値
A(=4962(2kBTi/4)を代入することによって得られる。
炉竺二|;土豐'抑[鶚仙`Ｉ (36） 
このように、式(31)によって与えられる不安定化温度Ｔｉはｃとｄが１/Ｙ、ＤがＹに比例するので、Ｙの増大
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とともに高くなるということが分かる。強誘電的相互作用-JuiujがMorse型結晶ポテンシャルＶＭに対して
ui-ujの級数展開をして第２項と比較されるとき、それらの間の対応は次式のように得られる。
γ＝Ｚａ２ｚＤ． (37） 
結晶ポテンシャルの係数Ｄが実際の温度変化を表しているＤ(T)に置き換えられるとき、強誘電的相互作用の
実際の大きさが温度の増大につれて下がることが分かる
3．Summary 
Cochranによって提案された強誘電的相転移におけるソフトモードの概念は有限温度の変分法を用いるこ
とによって微視的観点から解析された。彼は、ソフト化の説明において、短距離力と長距離力が温度ととも
に変化すると仮定して、それらが転移温度で相殺すると提言した。本研究の理論では、非調和振動子によっ
て記述される試行ポテンシャルの変分パラメータとMorse型ポテンシャルによって表される結晶のポテンシ
ャルが温度とともに変化する結果が必然的に出てくる。
試行系におけるイオン変位の２乗の平均値〈U2>は温度の増加とともに大きくなり、結晶ポテンシャルは実
質的に浅くなる。この結果がくU2>を増加させるようにフィードバックされ、最終的に結晶は不安定化に向か
う。結晶の不安定化は調和性が衰退し、非調和が温度の増加と共に成長するような温度領域で起こる。
結晶の不安定化（ソフト化）は強誘電的秩序によって抑制されることが分かった。不安定化温度近傍のソ
フトモードの振動数はMorse型ポテンシャルの固有の定数を用いて表された。また、振動子モデルについて
現在考えている強誘電的相互作用定数は物質に依存するMorse型結晶ポテンシャルによって評価された。
本論文では、結晶ポテンシャルを指数関数で表しているため、長距離的性質を持つ引力まで短距離力で記述
している。今後、この点の改良を試みる予定である。
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